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La transformée de Fourier dans Rr d"une fonction radiale

Cas o1 f est une fonction de Rn dans R, appartenant a L (R"). On a alors :

P _ 271X+t Xy + X )
Bty e t,) = [ F(Xps Xy, X, JOTTOIT000K ddX,

R

Si on se place dans le cas ou f est radiale ou a symétrie sphérique alors f ne dépend des

variables xi,...xn que par I'intermédiaire de la variable p = \/ X> + X3 +...+X. . On montre

alors que f ne dépend des variables ti,...tn que par l'intermédiaire de la variable

r=\/t12 L S
Soit f(x,,...x,) =g(p)

En notant les vecteurs : 13 = et: T= = E)% =ptcosO=xt, +........ +X,t

X t

n n

En passant des coordonnées cartésiennes aux cordonnées polaires dans Rn»

f‘(:l;) = jg(p)e2ni;5dnp — J-g(p)e%titpcosednp
R" R

Considérons la rotation .~ telle que: T'=. %’(%)

= f(?’) = j g(p)Q2nir—\E)dnC _ J’ g(p)e2ni w%)@dnp
R" R

On ne change rien a 1'intégrale si on remplace [3 par .%’(;)) du fait que f est radiale :

B = [ele)e™ 7 0d" [ ()]
i
Avec:tp=.7/1).7(p)=1pcos® et d" [ ///(5)] =d’p
= %(?') — .[ g(p)ezﬁiTPCOSede — J. g(p)e2nitpcosednp _ f('_f.)
R" R®

La transformée de Fourier d'une fonction radiale est donc aussi une fonction radiale (qui ne dépend que de H%H)

On rappelle la correspondance entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires dans
Rn (coordonnées appelées « hypersphériques »):
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Xi=p COS((leH)H sin(¢, )

k=1

On montre par ailleurs que le jacobien de la transformation des coordonnées cartésiennes en
coordonnées hypersphériques est :

n-2
J — pn—lHSinn—l—i ((pl)
i=1
A = . n72 .
donc: f(1) = j g(p)ezmp”"sepnfld(pnfldpn sin™ ™ ((p j)d(p ;
) i1

Du fait de la symétrie radiale , on ne change rien de l'intégrale si on place T paralléle a I'axe x,.

Cela revient donc a considérer 6 = @, (et indépendant des ¢ ,,,)

| jfosm“ - J((PJ d(PJJKId(Pn 1}
=2 .=

]

n-2

=f(1)= Ig(p)p“ldp[f sin"*(6) MWSGdeJ[
0 0

2

1

o Calcul de <1>

Posons [, = I sin" ™" ((pj)d(pj
;=0

On reconnait ici la fonction Béta :

2 I(p)l
B(p,q)=2 .[ sin*"ocos” ada = () (q) avec p et q réels positifs
0 I'(p+q)
) n—j 1
Enposant:2p—1=n—1—J:>p=T et:2q—1:0:q:5
ey
— [ it _
=1 —.[sm ¢, do; = P
0 I'( 2 )

nJ n—2 n-3 n—4 3 n-3
O

:H
rPoitl - Hrdy ot
5 ) M) TESHTED) rore) e

avec (1) =1 et r(l) =r

n-1

= f(1)=2 " 1).([g(p)p“ 1dp[}[sm (G)em"”"sedej

<2>
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On notera au passage, avec:2p—1=n—-2=p :nT_let q =%
r -1
: ; FCoWm L TO):
2.[ sin"“ada = Isin“fzocda S— ST(E—)=—2 J.sin“’zocd(x
° 0 ) 20 e
2
% . (J‘SinnZ (e) eZTciprcosGdej
A = 7'[: e
=>f(m=2——[g(pp"'dp>
I'(—) o - n-2
( 2) '([ sin" “ado
o Calcul de <2>
.[eizcose Sinn—2 ede
Considérons la fonction: L, (z) =4— L. (0)=1

j sin"* 0d0

0

On a alors :

j icosOsin™ % 0e“d0
dLn (Z) 0

dz [ sin" 6do

0

Intégrons par parties I = j cos Bsin" e“*’dO
0

s an-l
S e _ _izcosO

du =cos eSinlkz 0dO=>u= v=e = dv = —izsin eeizcosede

n—1
SI"'0 e | L iz T . f .
=1I= et 4 j sin" 0 e“°*°do = j cos0sin" 2 e *do
n-1 n-1y 0

0

__n-1dL (2)

.[Sinn e eizcosede J-Sinn e eizcosede
dL (z) -z 4 0
= d - n-1 7 - % Z dz
- [ sin">0d6 [ sin"> 0d6

0 0
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jfcos2 0sin" 2 0e““*°d0o JTE(I —sin? 6) sin"? 0e™“*°do
0 0

2
et: d an(z) =
dz

jfsin“2 0do jﬁsin“2 0do
0 0

iy

n
.[Sinn—Z eelzcosede jSinn eelzcosede
0

(=}

jfsin“2 0do jfsin“2 0do

0 0
'[ sin’ 0e"*d0 1dL d’L 1dL
=L, (z)+2 - L,(-21 4@ dLE@ noldL@) g o g
t . z dz dz z dz
.[ sin""~ 0d0

0
On reconnait ici une équation qui est proche de 1'équation différentielle de Bessel. Pour faire disparaitre le

facteur n —1 du deuxiéme terme, posons:L (z)=a z "] (z)

= daL, (@) =—amz "] (z)+a,z" Y, (2)
dz dz
2 2
S 9@ e e, () - 2a,me ! Hn@ yp n Tu@

dz’ dz ! dz’
2 J— J— J—
:>dJm2(Z)+(n 1 2m)dJm(z)+(m(m 2n+2)+1JJm(Z):O
dz dz z

V4

SiOHpOSGH—l—szI:>m=nT_2:>m(m—n+2):—(n_2j

2
d 1d n-2Y
=—] +——] +|1- J =0
d 2 1122(Z) ZdZ %(Z) { ( 2Z j J E(Z)

2

Il s'agit de 1'équation différentielle de Bessel. J_, est donc la fonction de Bessel solution de 1'équation.
2
n-2

_i _ E n;zz +0 (_l)p E 2p ~ % +o0 ( l)p E 2p
he-toLo-(3) S-S s ne-n(3)" SOV 5)
2 pp+) O p!l(p+ )
02 jfeizcose Sinn—Z ede

Avec:Ln(O):lzan(%)z;:a —22 F( ):>Lu(z) NG )Z&[gj =2
(< ) PO pIT(p+ ) j sin" 0d0

0
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& (=1 (2mpr)”
= Ly Capy =15 — (2P
e+ )

= (2) = [ 0sin"0d0 =2  [C)Q2mpr) > T, (2mpr)sin"* 0d0
’ 0

2

Or, si on revient sur I'expression de la TF :

% . [.[SinnZ (e)GZKiércosedej e )
— [ g(pp™dp=2 =2m(v) > [ g(p)(p)*7,, 2mpr)dp
F(E) 0 .[ sin" *ada 0 :

0

f(r)=2-=




