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La transformée de Fourier dans ℝn d’une fonction radiale 

Cas où f est une fonction de ℝn dans ℝ, appartenant à 1 n
mL ( ) . On a alors : 

1 1 2 2 n n

n

2 i(t x t x ..... t x )
1 2 n 1 2 n 1 2 nf (t , t , ......, t ) f (x , x ,...., x )e dx dx ....dx    

  

 

Si on se place dans le cas où f est radiale ou à symétrie sphérique alors f ne dépend des 

variables x1,…xn que par l’intermédiaire de la variable 2 2 2
1 2 nx x ... x     . On montre 

alors que f  ne dépend des variables t1,…tn que par l’intermédiaire de la variable 
2 2 2
1 2 nt t ... t      

 

1 nx ,S xoit f ( ) g( )    

En notant les vecteurs : 

1 1

1 1 n n

n n

x t

et : . cos x t ........ x t

x t

   
   
              
   
   
   

   
 

En passant des coordonnées cartésiennes aux cordonnées polaires dans ℝn  
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n n

2 i . n 2 i cos n

2 i '. n 2 i ). n

f ( ) g( )e d g( )e d

Considérons la rotation telle que: ' (τ)

f ( ') g( )e d g( )e d

On ne change rien à l 'intégrale si on remplace par ( ) du fait
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que f est radiale :

f ( ') g( )e d ( )

Avec : . ). ( ) cos et d ( ) d

f ( ') g( )e d g( )e d f ( )

La transformée de Fourier d'une fonction rad

  
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iale est donc aussi une fonction radiale (qui ne dépend que de )


 

 

On rappelle la correspondance entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires dans 
ℝn (coordonnées appelées « hypersphériques »): 



Antoine Tardivo TF d’une fonction radiale 
dans ℝn 

Le 4 décembre 2015 

 
 

n i

i n i 1 k
k 1

x cos( ) sin( )


 


   
 

On montre par ailleurs que le jacobien de la transformation des coordonnées cartésiennes en 
coordonnées hypersphériques est :  

 

 
n

n 2
n 1 n 1 i

i
i 1

n 2
2 i cos n 1 n 1 j

n 1 j j
j 1

1

1

J sin

donc : f ( ) g( )e d d sin d

Du fait de la symétrie radiale , on ne change rien de l'intégrale si on place parallèle à l 'axe x .
Cela revient donc à considérer (et in


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
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
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dépendant des )
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Posons I si

Calcul de

n d
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
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On reconnaît ici la fonction Bêta : 
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(p) q
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 n 2 2 i cosn
2

0n 1

n 2

2
n 2 n 2 n 2

0 0

0

0

0

n 1 1On notera au passage, avec : 2p 1 n 2 p et q
2 2

n 1 n

sin e d
f ( ) 2 g

( ) ( )n 12 22 sin d sin d ( ) sin dn 2( )
2

Calcul de

( ) dn( ) s n d2
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Considérons la fonction : 

izcos n 2

0
n n

n 2

0

e sin d
L (z) L (0) 1

sin d


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On a alors : 
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 2 n 2 izcos 2 n 2 izcos
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0 0n
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n 2 n 2
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n izcos

0
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cos sin e d 1 sin sin e d
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dz sin d sin d

sin e d sin e d

sin d sin d

sin e d
nL (z) L (z)
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   
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 
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 

 




n

m
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2

m

n

n n
n2

n

dL (z)1
z dz

On reconnaît ici une équation qui est proche de l 'équation différentielle de Bessel. Pour faire disparaître le
facteur n 1du deuxième terme, posons : L (z

d L (z) dL (z)n 1 L (z) 0
dz z d

) a z J (z)
dL (z) a m

z

dz






 





 


 

m 1 m m
m n

2 2
m 2 m 1 mn m m

n m n n2 2

2
m m

m2 2

2

2

n2

dJ (z)z J (z) a z
dz

d L (z) dJ (z) d J (z)a m(m 1)z J (z) 2a mz a z
dz dz dz

d J (z) dJ (z)n 1 2m m(m n 2) 1 J (z) 0
dz z dz z

n 2 n 2Si on pose n 1 2m 1 m m(m n 2)
2 2

d J
dz

  

    



    

             
   

            
 



n 2
2

n 2 n 2
p2 2

n 2 n
p 0

2

2 n 2 n 2
2

n2

2 2

Il s 'agit de l 'équation différentielle de Bessel. J est donc la fonction de Bessel solution de l 'équation.

z z ( 1)J (z) L (z) na 2 p! (p )

1 d n 2(z) J (z) 1 J (z) 0
z dz 2z

2



 


  
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   
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 
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  
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Or, si on revient sur l’expression de la TF : 
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  

          
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 
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