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Démonstration du théoreme de Stone-Weierstrass

(Méthode des polyndmes de Bernstein)
(version d’origine)

« Toute fonction continue sur un intervalle [a,b] est limite uniforme sur ce segment
d’une suite de fonctions polyndmes »

n
Soient les polyndmes de Bernstein : B, (X) = ( jx (1-x)"* 0<k<n avec n>2eN

On peut remarquer : ZBE(X) = Z( }( (1-x)"*=
k=0 k=i

n
En dérivant une fois par rapport a x, on obtient : Z k[kj x“(1-x)"™* =nx

k=0
Compte tenu du résultat précédent et en dérivant une nouvelle fois par rapport a x :

Zn:kz (E]x"(l—x)”k =nx(1l—X +nx)

On obtient alors : »_ (k—nx)’ (ijk(l—x)”k =" (k—nx)*By(x) = nx(1—X)
pary pary

e Soitunréel a>0 , un ensemble [,={0,1,....,n} et x€[0,1]. On définit alors les

ensembles complémentaires: A ={k el / E—X >o} et:A ={kel /kgA}
n

Montrons que Vx €[0,]] z By (X) <

keA,

2
SikeA,, Eh—xj >a’ = (k—nx)® > n’a’ = (k-nx)’B}(x) > na’B} (x) car B} (x) >0

n
2 2 nx(1—x)
:Z(k nx)’ By (x) > Z(k nx)’Bj (x) > n*a Z B.(X) = Z By (X )_—
keA, keA, keA,
. . 0 nx(1—x) 1
x(1-x) atteint son maximum dans [0,1] en1/2 = Z Bi(X) S ———= 5
keA, n“o 4no

e Soit la suite de polynomes : S (f) = Zf (E)BE oul f est une fonction continue sur [0,1]
- n

Montrons que cette suite converge uniformément vers f sur [0,1]
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f est, par hypothese, continue sur [0,1]. L'intervalle [0,1] étant compact, d’apres le
théoreme de Heine, f est donc uniformément continue sur [0,1]. Il vient alors :

(Ve >0) (Jo > 0) (V(a,b) [0,1]%) (ja—b| < o= |f (a) - (b)| < &) ol £ est indépendant de a et b

Done pour x € [0,11:£(x) =S, ((X) = F( Y. BL(X) - 3 FCIBLG) = - (F(x) ~F(E)BLX)

S0 =S, ()| <| T (¢ (x)—f(%))Bz(xn Y (F(x) —f(%))Bz(x)

keA, keA,
Ky\ygn Kyygn
<| 2 FO)=F(NBL(x¥)|+| X (F(x)-F(=)Bi(X)
keA, n keA, n
K.l on Kyln :
< D FO)=FO)BL(x)+ D [f()-F(D)Bi(x) =, +a,
keA, n keAin n
k N M
Notons M = sup [f(x)|= [f(x) - f(=)|<2M = o, <2M > Bi(X) < —;
xe[04] n KA, 2nao.
Pour k e A on rappelle que: k_ X[<a= ‘f(E) —f(x)|< ¢ (continuité uniforme de f)
n n
' K n n M
=a,= z f(x)—f(=)|Bg(x) Ssz Bi(X)<e= |f(x)—Sn(f)(x)|§ S+E
kEA7n n kEA7n 2n0(.
Donc pour toutn > N, ona: > <&
2na

Sn(f) converge donc uniformément vers f sur [0,1]
On peut généraliser ce résultat sur tout compact [a,b] sur lequel £ est continue.
[a,b] —[0,1]
Considérons la bijection @ de [a,b] sur [0,1] : @ = X —a
b-a
Sa bijection réciproque est : @ = {[0’1] ~[a.b]
X —>(b—a)x+a

Posons g=fo®-!. On a immédiatement f=go®

®-1 étant continue, g est bien une fonction continue sur [0,1] puisque f est continue
sur [a,b]
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Or g étant une fonction continue sur [0,1], d’aprés ce qui précéde, elle est bien limite

uniforme sur [0,1] d’une suite de fonctions polyndmes Sn(g) :

S, (@)(X) = Z[ )9( )X (L=x)""

Posons Cx(f)

Cnest encore une fonctlon polynome définie cette fois sur [a,b]

Soit :

x €[a,b], [f(x) - C, (f(x))| =|go®(x) —S,(9)2(x)| =|(g —S,(9)) 0 D(x)|

=M, = sup {|f(x) C,(FHX)P= sup {|g(y) S, (9)(y)[} puisque @ est une bijection de [a, bJsur [0,1].

xela,b

La suite (Mn) converge vers 0 puisque Ia suite (S, (g)) converge uniformément vers g sur [0,1]

La suite (Cx(f)) est donc une suite de fonctions polynémes convergeant
uniformément vers f sur [a,b]

*hkk



