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Démonstration de la formule de Glauber
(version d’origine)

Soient X et Y deux matrices nxn complexes

Définissons ¢(t) =e*'e"™ ¢() =XeMe" +eXYe" = XeXe " + e Ye MeMe = (X +eMYe ) (1)

Démonstration préliminaire :
Notons : [A,B]=AB-BA=C  avec A et B deux matrices nxn complexes
On prendra en hypothese que [A,C]=[B,C]=0

[A,B?|=AB?*B?A= ABB-BBA= (C+BA)B-BBA=CB+BAB-BBA=CB+BC=2CB
[A,B3]=AB3- BBA=AB?B-BB?A= (2CB+B?A)B-BB2A=2CB?+B2AB-B?BA

= 2CB*+B?C=3CB?

Supposons que 'on ait: [A,B1]= (n-1)CBn-2

Alors : [A,B"]=[A,BB™1]=ABB~1- BB~1A= ABB™1- BAB™~1+ BAB~1- BB~1A
= [A,B]B~1+ B[A,B~1]= CB1+ B(n-1)CBn2= CB™1+ (n-1)CB™1=n CB~!
Donc: [A,B?]= n[A,B|B»1

On applique cette relation au Commutateur [Y,eX]

[Y, <=L, Z(Xt) 1= Z EaLY X]X" = YeXt —exty

nl

= (X+(eXY)e)o(t) = (X +[YeXt +[X, Y]Zmnxn‘lJe‘X‘)d)(t)

=(X+ (YeXt +[X, Y]tz (X™

n>0 )

J e ) (1) = (X+(YeXt+[X Y]teXt) e )(t)

= (X+Y +1[X, Y])o(t) = d¢(t) dd)"’((tt)) (X+Y +1X, Y])dt

— Ln((t)) = tX+tY +%[X,Y]+Cte — o(t) = Ke
Enprenantt=0:¢(0)=1=K

t2
tX+tY+5[X,Y]
2 — eXteYt

X4Y+X,Y
En prenant t=1:e%e¥ =g " 2"
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