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Fonction génératrice des polynomes de
Legendre

s n 1 d" ) n
On rappelle la définition des polynémes de Legendre : P, (X) = g (X —1)
n! ax

Sa fonction génératrice est alors : F Z P, (x)t"
Or, d’apres le théoréme des résidus :
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Etudions maintenant les conditions de convergence de F Z P, (x)t"
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n 2 n
C e,
2 2I7rc(z—x)

2 n
Calculons: ) t"P,(x) _ L ﬂz[l Z —1]

2irez-x5\ 22X

Soit un réel t non nul :t"P, (x) =

CommezeC :|Z—X|:|c059—x+isin9|:\/1—2Xcosﬁ+ x? >«/(1—X)2 :|1—X|>1—|X|

et:[1- 22| = [1-€%| =[1—cos 20~ isin 26] = (1 cos 26)’ +sin’ 20

:\/2(1—00526) —J4sin2 0 :2|sin6| S2:>%‘1—22‘Sl

lzz_1|<| ! |< |<1 si[t| <1-|x
2z2-x| |z-x| ‘1—|XH

Dans ces conditions nous avons une série géométrique convergente :

1_ 322_1 n+l
Z(lzz_ljn—lim 2z-x 1 _ 2(z-X%)

~\ 2 z-X N 1_122—1 1_122—1 t7> =27+ 2x+t
27-X 227-X
1 1 1 1
=Y "R (X) == J'dz : = J'dz
- 2ir ] (z—x)[l—tz —lj 2ir —22;+z—x+;
2272-X

A(X):1_4(—%j(—x+%j=—2xt+1+t2:>A'(X)=—2t

Sit<0 A(x)estcroissante: A(-1)=(1+t)">0=>A>0
Sit>0 A(x)est décroissante:A(1) =(1 —t)2 >0=>A>0

JA est done toujours défini. Le dénominateur est alors:
—zz£+z—x+£:—l(z—l(H\/Z)j(z—l(l—\/K)j
2 22 t t
1 1 :
ennotant:a:¥(1+,/A(x)) etbzi(l—,/ (x)) sans oublier :[t| <1—|x|<1

oo 1 1
Zn:t Pn(x)_ziﬁidz :

- (z-a)(z-b)

Il faut maintenant déterminer la position des polesaetb :
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A(X) 1

= >0
2 JA(X)  N-2xt+1+t2

Etudions a(x) =%(1+\/Z) =a'(X)=-

a(x) est donc croissante ainsi que A(X):

a(x)<a() =? = —1+% Sit<0 alorsa(x)<-1

a(x)> a(—l):$:l+% Sit>0 alorsa(x)>1

a(x) est donc en dehors du cercle
Etudions b(x) = %(1 —,/A(x))

A'(X) _ 1 50
2 JA(X)  N-2xt+1+t2
b(x) est donc croissante ainsi que A(X)

b(x) > b(~1) =%(1—1/A(—1)) =%(1—1—t) =1
b(x) < b(1) =%(1—1/A(1)) :%(l—l+t) ~1

b(x) est donc a I'intérieur du cercle
D’aprés le théoreme des résidus il vient alors :

b'(x)=-

1 ir 1 _ —dirx _ 2ir
idz—;(z—a)(z—b)_z —;(b—a) t(b-a) A

1

N 1
jzt Pn(X):—:> FP(X,t)=m

JA(X)




