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Intégrale de Fresnel IzTeiXde
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Donc I, est bien convergente lorsque a — 0 et b — +o

, )
Donc e™ est bien sommable sur R*

Calcul de l'intéorale de Fresnel par une intéosrale a paramétre

—(u+i)t?

Considérons pour tout réel t la fonction de R* dans C définie par u —

us+i
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—(u?+i)t?

1
= <=
2 2

Cette fonction est intégrable, car continue sur R* et majorée : -
us+1 ‘ u*+1 u

qui

est intégrable en +oo.

Il est donc possible de poser f, la fonction définie pour tout t par I’intégrale suivante:

+0 = (uZ+)t?
e
f(t):j ———du
0

On montre que f est continue sur R et nulle & I'infini, et qu'elle est de classe C* sur R** avec
VteR™, f(t)=-2te™ j e"“du
0

En effet, en appliquant les deux théorémes de la convergence dominée :

o Continuité sur R et nullité a I'infini (théoréme 1)

—(u?+i)t?

o Pour tout u € R™*, la fonction R >C, t — est continue et nulle a

u? +i
I'infini.

—(u?+i)t?

o Pour tout réel t, la fonction R* > C,u— est continue donc

u? +i

mesurable.

—(u
o Condition de domination : V(t,u)e RxR" — C, ¢ >

U +i ‘ Vi+u®

Cette fonction majorante est intégrable sur R”
Conclusion:  fest continue sur R et nulle a I'infini.

« Classe C* sur R** et valeur de la dérivée (théoréme 2)
—(u? +i)t?

e ;-
——— est dérivable et sa

u? +i
, - * (112 13\42 .
dérivée, R™ > C, t——2te ™ )" est continue.

o Pourtout u € R", la fonction R™ > C, t >

o Pourtoutt € R™, lafonction R™ —C, t—>—2te ™ est mesurable.

o Condition de domination: confinons le parametre t &
I'intervalle ]a,b[ avec O<a<b

V(t,u) €la,b[ x R, |-2te "+ | <2be " et |a fonction u —> 2be™**

est intégrale sur R*

i 1
o Conclusion : fest de classe (" sur R™* et
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+o0 —(u +i)t2 (u2 +i)t2 L, .
vteRY, f'(t [I du]'——thu +1) ——du=-2te™ J‘e*‘”du
u’ +i u’ +i 0
Calcul de I= je’aZXde
0
—(j % dx) j “dy) = [ e dxdy
0

En passant en coordonnées polaires : r* =x* +y?
x€[0,40[ , ye[0,+0[=1e[0,40] , O€ [0,%]

+00 n/2 . +00 . P
= {re*"dr [ do=-— [(-2ra®)e* "dr=——[e " " = —

-([ ;[ 4a® -([( ) 4a2[ b 4a®

N

=>1=—
2a

= f'(0)=—e \/_:>f I oo)do;)——\/_J- e do

+OO — +00

=f \/_I “"doa:>j

—lu) do)

11+1

En faisant tendre t vers I’infini dans I’expression précédente :

0= j —\/_J’e“”dco:fe“”dw— IO Czlu_

ll+l

< -

Calculons I’intégrale J.

. ut+1

s 1 du > dv

On remarque tout d’abord en posantv=u" =>dv=-—=-vdu=du=-—
u v
+00 0 +o0 2 +00 )
" 1—

J- ?ul_ _[ iv _ I 1dV :J‘lu 4du:>Ie_ltdt= 1_[ iiul
Ou + +wV2(7+1) +°°72+V2 0 +u 0 TT Ou +

\% \%

Ensuite en remarquant :
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Calcul de l'intéorale de Fresnel par intésration dans C

Considérons la fonction holomorphef(z) = e’ Intégrons cette fonction sur le contour du
plan complexe défini par :

e Lesegment réel 0O<x<R

e L’arcdecercle z=Re™ avec 0<0 S%

.TC
i
e Le segment complexe re 4 avec 0<r<R

=~

. _52
D’aprés le théoréme des résidus : I e’‘dz=0
r

R
SurOA, z=x=f(x)=e™* = L(R)= Ie’xzdx
0

Sur I’arc AB,

T
4
. . o2 . 2 .
7= Re.e — Zz _ Rz cos 20 + Rz sin 20 :>f(Z) —e R2(c0s260-+sin 26) — |2(R) _ J‘e R (00526+S|n26)de
0

Sur BO, z=rcos0+irsin® :
1+i ﬂ

r.r ) o
=—+i—==dz=—+d t: Z2=if= L(R)= ' d
z \/EH\/E:Z ﬁr e |:3()ﬁ£e r

T

R 2 4 2 2 1+| R 2 1+| R 2 R 2 % 2 .
f(Z)dZ — 0 — e—x dX+ e—R c0s20+R smzede__ e—lr dr — e—lr dr — e—x dX+ e—R (cosZEHstG)de
1 Je7o] 7 T2 KR L
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En remarquant que : cos20-+sin 29:«/§sin(26+g) est minimumen 6=0 sur [0, %]

Donc:

_R2 T _p2
e Mdo==e"

2 .
e—R (c0526+sm26)de < 4

0<

Oy~
O t— 3

K
4 , _
Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes : lim j g R (cos20wsin20)gg —
R—>w
0

- R = +o0 +o0 / +00 ’ 1
lim ]ilj.e‘irzdr =ﬂ j e‘"zdr = j e_xzdx = T = I e‘irzdr — —71? — T b)
Rowe 2 4 N ) 7 J2@+i) V27 2



