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Expression de la fonction de Bessel de
premiere espéce sous la forme de série
entiere par la méthode des résidus

On rappelle :
J,(X) = l.[cos(ne —Xsin0)do = 1_[cos(ne) cos(xsin0)do + Ejsin(ne)sin(x sin0)do avec n entier
T 0 T 0 T 0

Exprimons cos et sin par leur série entiére respective :

2k 2k+1

cos(xsin0) = Z() (2k)|sm2k6 sin(xsin 0) = Z() (21 5 sin?" g
1t& 2K 15 K x*t 2k+1
Donc : Jn(x):;'([kz:( ) mcos(n@)sm ede+n£k§;( ) ZeD] = __sin(n0)sin*" 0do

2k 2k+1

X =~ 2k+1
(2K)! Z() (2k+ 1)|5|n(n9)5|n 0| sont

majorables par des séries absolument convergentes indépendantes de 8. On peut
donc appliquer le théoréme de Fubini:

200=2 3O s

2% Z( )~ [sin(n)sin®"* 6o
Posons alors z=eiz. On a alors :

(2k +1)14

1.&, xx (_)k -1 (ZZn +1)(22_1)2k &, 2kt (_)k -1 (Zzn _1)(22 _1)2k+l
‘]n (xX)== Z -\ 2k+1 n+li2k dz—i— Z - 2(k+1) n+2k+2 dz

T (2K)1(21)7 z i (2k+1) 1 (20) 1 z
Les deux fonctions en z sont des fonctions holomorphes présentant un pole en z=0. Il
est donc possible de calculer leur intégrale sur un contour défini par le cercle unité
centré en z=0. D'apres le théoreme des résidus ces intégrales auront pour valeur :

2iTRés(z=0)

ou Rés(z=0) est la valeur du résidu de chacune de ces fonctions en z=0, c'est a dire la
valeur du coefficient de z-! de leur développement de Laurent respectif. Travaillons
tout d'abord sur Jom.

et:

Les deux séries Z( )« cos(nB)sin® 0
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fom (2) 9om (2)
2k 1 (Z4m +1)(Z 1)2k 2k+1 1 (Z 1)(2 1)2k+1
sz(x) Z( ) (Zk)l (2|)2k+lJ. 2m+2k+1 d __Z( ) (2k+1)| (2|)2(k+1) J. 2m+2k+2 dZ
2k 2k
Avec: (2> -1)* = Z[ Jzz"(—)z“‘p
p=0 p
(" +1)(2* -)* & [ZkJ spsam-2k1, 2k-p L e[ 2K oo omoaka, yok-
=t (@)= o = z*" ()" P+ S G R
2 Z2 2k+1 pZO p ; p
Compte tenu que pour la premiere somme : 2p+2m-2k-1=-1 => k>m
2k 2k
le coefficient en z-! de ce polynéme est : (k ](—)k+m + (k j(—)k—m avec k>m
—-m +m
2k 2k
= Rés(f,,,z=0)= [k - rnj(—)k+m +(k+ mj(_)km (le résidu est nul pour k <m)
(e4|9m +1)(62|6 )2k : o (e4|9m +1)(82|S )2k s
= Jf (Z)dz J. |9(2m+2k+1) Ie ede _f e|9(2m+2k+1) 1€ ede
n )" ( 2k
= _[0 cos(2me)sin* 6de = TE(ZTz[k mj aveck >m
+
2k 2k
Avec: (2> -1)* = Z( jzz‘f’(—)ka
=0\ P
(2" -1)(z* -1)*" 2k+l(2k+lJ spram-ak2y yokip S ZKHLY o omaka, ok
= 0,,(2) = ey = A ()P - A (=)
2 Z2mi2ke2 DZ_;, P pz_(; P
Ce polyndme ne contient pas de termes en z1. Le résidu de gom(z) est donc nul a I'intérieur
du cercle unité. Il s’en suit :
n 2k k+m 2k © (y 2m+2k (_)k
] 2k ) J _ (_j I
()= 2, (2k)' gn;(Zk)l 7 kem) =025 Gmiion
Calculons maintenant Jom+1
fomi (2) 92m1(2)
( )_li X2k (_)k -1 (22(2m+l) +1)(22 _l)2k dz_li X2k+1 (_)k -1 (22(2m+1) _1)(22 _l)2k+1 dz
2m+1 ne (2k)| (2i)2k+l 1 sz+2+2k nit (2k+1)| (2i)2(k+l) . Z2m-+—3-¢—2k

(Zz(zm+1) +1)(22 _1)2k 2k [2kj 2osam2k . 2k 2k p 222k "
Avec:f, .(z)= — = 7%P (-)%P + 2 p (=)%
2m+1 Zz 2+2k Z & D

p=0
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Nous remarquons que fom+1 n'a pas de terme en z1. Le résidu de fom+1(z) est donc nul a
l'intérieur du cercle unité.

k+m+1

. . 2k +1 k+m-+1 2k +1 k—m-+1
En revanche pour gom+1 le coefficient de z-1 est « ) - )

avec k>m. Donc :

2k +l k+m+1 2k +1 k-m+1
) + (=) k>m
k—-m K+m+1

= J. (Z)dZ 2i ( )k+m+l 2k +1 + 2k +1 4 ( )k+m+1 2k +1 K>
ngmﬂ k—m K+m+1 K—m m

(22(2m+1) 1)(2 _1)2k+1

2m+3+2k
zZ

Rés(9,,,.,,2=0) = (

= (2i)%* j sin?* @sin(2m +1)0do
0

r

mi2k+1
:>jsm2k*193|n(2m+1)ede— 2(231 (k J;n} k>m

On en déduit :

3, L (x)= Z() el jsm “9sin(2m +1)6do = = Z( —)kem D 2 |k

- k X 2m+1+2k
X J—
= Jama(X) = Z;k'(2m+l+k)'( j

- (_)k [ jn+2k
onc pour n quelconque : J, (X) S KI(n+k) 2

TR XKL () [2k+1j



